
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 95 за 2018 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Лахно В.Д.

Сверхпроводящие свойства
неидеального газа ТИ-

биполяронов

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Лахно В.Д. Сверхпроводящие свойства
неидеального газа ТИ-биполяронов // Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2018. № 95. 25 с.
doi:10.20948/prepr-2018-95 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2018-95

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2018-95
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4562
http://doi.org/10.20948/prepr-2018-95
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2018-95


О р д е н а Л е н и н а
ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ

имени М.В.Келдыша
Р о с с и й с к о й а к а д е м и и н а у к

В.Д. Лахно

Сверхпроводящие свойства
неидеального газа ТИ-биполяронов

Москва — 2018



В.Д. Лахно
Сверхпроводящие свойства неидеального газа ТИ-биполяронов
В работе рассмотрены свойства бозе-газа из трансляционно-инвари-

антных (ТИ) биполяронов, являющихся аналогом куперовских пар. Как и
в теории БКШ, в основе описания газа ТИ-биполяронов лежит электрон-
фононное взаимодействие и гамильтониан Фрёлиха. В отличие от теории
БКШ, в которой корреляционная длина намного превышает среднее рас-
стояние между парами, в настоящей работе рассматривается противопо-
ложный случай, когда корреляционная длина много меньше расстояния
между парами.

Рассчитаныкритическая температура перехода бозе-газа ТИ-биполя-
ронов в сверхпроводящее состояние, его энергия, теплоёмкость и теплота
перехода. Полученные результаты применяются для объяснения экспери-
ментов по высокотемпературным сверхпроводникам. Обсуждаются воз-
можные способы повышения критической температуры высокотемпера-
турных сверхпроводников.

Ключевые слова: трансляционно-инвариантные биполяроны, высо-
котемпературная сверхпроводимость

V.D. Lakhno
Superconducting properties of a nonideal bipolaron gas
The properties of a Bose gas of translation-invariant (TI) bipolarons ana-

logous to Cooper pairs are considered. As in the BCS theory, the description of a
TI-bipolaron gas is based on the electron-phonon interaction and Fröhlich Ha-
miltonian. As distinct from the BCS theory, when the correlation length greatly
exceeds the mean distance between the pairs, here we deal with the opposite
case when the correlation length is much less than the distance between the
pairs. We calculate the critical temperature of the transition of a TI-bipolaron
Bose-gas into the superconducting state, its energy, heat capacity and heat of
the transition. The results obtained are used to explain the experiments on
high-temperature superconductors. Possible ways of raising the critical tem-
perature of high-temperature superconductors are discussed.

Key words: translation-invariant bipolarons (TI-bipolarons), high-tempe-
rature superconductivity (HTSC)



1. Введение
В данной работе развивается представление о трансляционно-инва-

риантном (ТИ) биполяронном газе как газе бозе-частиц, способных об-
разовывать бозе-конденсат. Как показано в работах [1]-[3], ТИ-биполярон
представляет собой связанное электрон-фононным взаимодействием
(ЭФВ) состояниедвух электронов, котороеостаётсяделокализованнымпри
любой величине константы ЭФВ. В [1]-[3] показано, что такое состояние
электронов оказывается энергетически выгоднее самозахваченного лока-
лизованного двухэлектронного состояния, представляющего собой бипо-
лярон Пекара.

Поскольку ТИ-биполяронный газ является газом заряженных бозо-
нов, то его бозе-конденсат соответствует сверхпроводящему (СП) состоя-
нию. Это представляет большой интерес, т.к. всё большее число экспери-
ментальных и теоретических работ, посвящённых высокотемпературной
сверхпроводимости (ВТСП), основывается на представлении о биполяро-
нах [4]-[8].

Существенно, что в основе теории ТИ-биполяронов лежит тот же ис-
ходный гамильтонианФрёлиха, что и используемый в теории БКШ [9]. От-
личие лишь в том, что в теории БКШ электроны взаимодействуют с аку-
стическими фононами, а в теории ТИ-биполяронов – с оптическими, и
связано это с тем, что для объяснения свойств ВТСП важнее рассматри-
вать взаимодействие с оптическими фононами. Отличие же в теорети-
ческом подходе состоит в том, что теория БКШ основана на исключении
фононных переменных из гамильтониана и исследовании полученного в
результате такого исключения гамильтониана, содержащего только элек-
тронные переменные. В противоположность подходу БКШ в теории ТИ-
биполяронного газа из гамильтониана исключаются электронные пере-
менные. В итоге получается гамильтониан, зависящий только от фонон-
ныхпеременных. Спектр собственных значенийтакого гамильтонианаоп-
ределяет спектр возбуждений биполяронных состояний. Полученный та-
ким образом спектр и используется затем для описания статистических
свойств идеального газа биполяронов.

К такому подходу, однако, возникают важные вопросы. Будучи заря-
женным, газ из ТИ-биполяронов никак не может быть идеальным, по-
скольку между биполяронами должно существовать кулоновское взаимо-
действие.Из теориинеидеального газаизвестно, что учёт взаимодействия
между частицами приводит к качественнымизменениям в его спектраль-
ных свойствах. Согласно [10], даже в случае короткодействующего взаи-
модействия учёт последнего приводит к появлению в спектре щели, от-
сутствующей в идеальном газе. Ещё более значительных изменений мож-
но ожидать при наличии дальнодействующего кулоновского взаимодей-
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ствия. Рассмотрение этих вопросови является основнойцельюданнойра-
боты.

Логическая схема развиваемого ниже подхода такова:
а) вначалерассматривается частныйслучай, когдаимеются толькодва

электрона, взаимодействующих с фононным полем. Это классическая за-
дача о биполяроне [11];

б) затем рассматривается многоэлектронная задача, приводящая к
представлению о ферми-жидкости. Для этой многоэлектронной задачи
рассматривается случай двух дополнительных электронов, находящихся
над поверхностью Ферми (вблизи поверхности) связанных ЭФВ (задача
Купера) [12];

в) далее считается, что почти все электроны, лежащие в энергетиче-
ском слое [EF +Epol, EF ], гдеEF – энергия Ферми,Epol – энергия полярона,
находятся в ТИ-поляронном состоянии [12]; соответственно, все электро-
ны в узком слое [EF + Ebp/2 − δE,EF + Ebp/2 + δE], δE → 0, находятся в
ТИ-биполяронном состоянии, гдеEbp – энергия ТИ-биполярона. Сконден-
сированный биполяронный газ приводит к бесконечной плотности элек-
тронных состояний в этом слое;

г) биполяроны рассматриваются как заряженные бозоны, помещён-
ныев электроннуюферми-жидкость (поляронный газ), экранирующуювза-
имодействие между биполяронами, и задача сводится к задаче о неиде-
альном заряженном бозе-газе;

д) найденный спектр такой задачи используется для расчёта стати-
стических свойств газа из ТИ-биполяронов.

Как было отмечено выше, теория сверхпроводимости строится как
теория биполяронного бозе-газа, в котором сверхпроводящее состояние
представляет собойбиполяронныйконденсат. В отличиеот обычногоиде-
ального бозе-газа, в котором сверхтекучесть отсутствует, идеальный газ
из ТИ-биполяронов обладает сверхтекучестью. Таким образом, сверхпро-
водимость в рассматриваемой теории представляет собой сверхтекучесть
идеального газа биполяронов. В обычном бозе-газе сверхтекучесть воз-
можна только при наличии взаимодействия между бозонами и, как пра-
вило, существует только при низких температурах. Будучи сверхтекучим,
идеальныйбиполяронный газ сохраняет это свойствоив случае егонеиде-
альности.

Развитую теорию биполяронного газа можно положить в основу тео-
риивысокотемпературной сверхпроводимости. Такая теория, однако, име-
ет свои ограничения хотя бы потому, что, как и теория БКШ, относится к
случаю непрерывной среды. Существенно, однако, что в силу делокали-
зованности ТИ-биполярон не «замечает» дискретности решётки, а также
наличие примесей и дефектов, если взаимодействие с ними невелико.

Если взаимодействие электронов с решёткой очень сильное или, что
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то же самое, электрон, находящийся на каком-нибудь из атомов решёт-
ки, почти не взаимодействует с соседними атомами, то ТИ-биполярон,
описание которого основано на гамильтониане Фрёлиха, разрушается. В
этом случае состояние электронов описывают различными дискретными
моделями. Наиболее популярными теориями сверхпроводимости, осно-
ванными на таком подходе, являются модель резонирующих валентных
связей (RVB) и t-J модель [13]. В их основе лежит использование гамильто-
ниана Хаббарда и его обобщения – гамильтониана Хаббарда–Холстейна.
Последний в континуальном пределе переходит в гамильтонианФрёлиха,
на основании которого строится теория ТИ-биполяронов.

Проблемы построения теории СП как теории бозе-конденсации с ис-
пользованием дискретных моделей наиболее ярко иллюстрирует приме-
нение теории биполяронов малого радиуса (ПМР) для описания ВТСП [4]-
[5]. В основе этой теории лежитпредставление об образовании устойчиво-
го связанного биполяронного состояния на одном узле решётки с после-
дующимрассмотрениемтаких биполяроновмалого радиуса как газа заря-
женных бозонов. Её реальное воплощение применительно к ВТСП, к со-
жалению, встречает непреодолимые трудности, связанные с невыполне-
нием противоположных требований – необходимости большой констан-
ты электрон-фононного взаимодействия для образования ПМР, с одной
стороны, и требованием её малости для того, чтобы уменьшить массу би-
полярона, от которой зависит температура сверхпроводящего перехода
[14]-[19]. Ясно, что с такими же трудностями будет сталкиваться теория
ВТСП, основанная на представлении о ПМР, использующая любые другие
(отличные от фононного) механизмы взаимодействия.

В развиваемой ниже теории будет показано, что она свободна от ука-
занной трудности.

Статья устроена следующим образом. В §2 рассматривается задача о
неидеальном газе ТИ-биполяронов, которая сводится к известной зада-
че о заряженном бозе-газе. Показано, что вследствие экранировки в рас-
сматриваемой системене возникаетщели, обусловленнойвзаимодействи-
ем бозе-частиц и фактически задача сводится к задаче об идеальном газе
из ТИ-биполяронов, имеющих в своем спектре щель.

В §3 рассматриваются термодинамические характеристики газа ТИ-
биполяронов. Для различных значений параметров, которыми являются
фононные частоты, вычислены величины критических температур бозе-
конденсации, теплоты перехода в состояние конденсата, теплоёмкости и
скачки теплоёмкости в точке перехода.

В §4 даётся сравнение с экспериментом.
В §5 кратко суммированыполученные результатыи обсуждаются воз-

можные способы повышения критической температуры высокотемпера-
турных сверхпроводников.
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2. Неидеальный газ ТИ-биполяронов
Чтобы построить теорию неидеального газа ТИ-биполяронов, необ-

ходимо знать спектр состояний отдельного ТИ-биполярона в полярной
среде. Этот вопрос был подробно рассмотрен в [11]. Как показано в [12],
этот спектр состояний будет тем же самым, что и ТИ-биполяронов, обра-
зующихся вблизи поверхности Ферми. Таким образом, ТИ-биполяроны в
слое [EF+Ebp/2, EF ]можнорассматривать какТИ-биполяронныйбозе-газ,
находящийся в поляронном газе [20]. Если считать, что ТИ-биполяроныне
взаимодействуют друг с другом, то такой газ можно считать идеальным.
Его свойства будут полностью определены, если известен спектр отдель-
ного ТИ-биполярона.

При рассмотрении теории идеального газа и сверхпроводимости на
основе бозе-частицизТИ-биполяроновкулоновское взаимодействиемеж-
ду электронами учитывается только в парах, т.е. при рассмотрении зада-
чи об отдельном биполяроне. Гамильтониан такой системы, согласно [11],
имеет вид:

H0 =
∑
k

ϵkα
+
k αk, (1)

ϵk = Ebp∆k,0 +
(
ω0 + Ebp + k2/2Me

)
(1−∆k,0) , (2)

где α+
k , αk, – операторы рождения и уничтожения ТИ-биполяронов: ϵk –

спектрТИ-биполяронов, полученныйв [11];Ebp –энергияТИ-биполярона;
Me = 2m∗,m∗ – эффективная масса электрона; ω0 = ω0(k⃗) энергия оптиче-
ского фонона; ∆k,0 = 1 для k = 0 и ∆k,0 = 0 для k ̸= 0. Выражение (1), (2)
можно переписать в виде:

H0 = Ebpα
+
0 α0 +

∑
k

′ (
ω0 + Ebp + k2/2Me

)
α+
k αk, (3)

гдештрих в сумме в правой части (3) означает, что в суммировании отсут-
ствует член с k = 0. Выделение в (3) члена с k = 0 соответствует выделению
бозе-конденсата, где:

α0 =
√

N0, (4)

N0 – число ТИ-биполяронов в конденсатном состоянии. Таким образом,
в теории идеального газа из ТИ-биполяронов первый член есть просто



7

EbpN0. При построении теории неидеального бозе-газа ТИ-биполяронов
будем исходить из гамильтониана:

H = EbpN0 +
∑
k

′
(ω0 + Ebp)α

+
k αk +

∑
k

′
tkα

+
k αk + (5)

1/2V
∑
k,k′,k′′

′
Vkα

+
k′′−kα

+
k′+kαk′′αk′, tk = k2/2Me,

в котором к гамильтониану H0 (3) добавлен последний член, описываю-
щий взаимодействие биполяронов, Vk – матричный элемент взаимодей-
ствия биполяронов. Последние два члена в (5) в точности соответствуют
гамильтониану заряженного бозе-газа [21]. Следуя стандартной процеду-
ре выделения бозе-конденсата, получим из (5) гамильтониан:

H = EbpN0 +
∑
k

′
(ω0 + Ebp)α

+
k αk + (6)∑

k

′ [
(tk + n0Vk)α

+
k αk + 1/2n0Vk

(
αkα−k + α+

k α
+
−k

)]
,

где n0 = N0/V – плотность частиц в бозе-конденсате.
Далее, с использованием преобразования Боголюбова:

αk = ukbk − vkb
+
−k, (7)

uk = [(tk + n0Vk + ϵk) /2ϵk]
1/2 ,

vk = [(tk + n0Vk − ϵk) /2ϵk]
1/2 , ϵk =

[
2n0Vktk + t2k

]1/2
в новых операторах получим гамильтониан

H = EbpN0 + U0 +
∑
k

′
(ω0 + Ebp + ϵk) b

+
k bk, (8)

U0 =
∑
k

′
(ϵk − tk − n0Vk) ,

где U0 – энергия основного состояния заряженного бозе-газа без учёта его
взаимодействия с поляризацией кристалла. Таким образом, спектр воз-
буждений неидеального газа ТИ-биполяронов имеет вид:

Ek = Ebp + u0 + (9)

+
(
ω0(k⃗) +

√
k4/4M 2

e + k2Vkn0/Me

)
×

× (1−∆k,0) ,
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где u0 = U0/N , N – полное число частиц. Если отсчитывать энергию воз-
буждений от энергии основного состояния биполярона в неидеальном га-
зе, полагая∆k = Ek − (Ebp + u0), то для∆k при k ̸= 0 получим:

∆k = ω0(k⃗) +
√
k4/4M2

e + k2Vkn0/Me. (10)

Полученный спектр означает, что ТИ-биполяронный газ имеет в спектре
щель ∆k между основным и возбуждёнными состояниями, т.е. обладает
сверхтекучестью. Будучи заряженным, такой газ автоматически будет
сверхпроводящим. Для определения конкретного вида спектра необхо-
димо знать величину Vk. Если бы мы рассматривали только заряженный
бозе-газ сположительнымоднороднымфоном, создаваемымжёсткимион-
ным остовом, то входящая в (9) величина Vk в отсутствие экранировки бы-
ла бы равна Vk = 4πe2B/k

2, соответственно, второй член в подкоренном
выражении (9) был бы равен ω2

p = 4πn0e
2
B/Me , где ωp – плазменная частота

бозонного газа, eB – заряд бозона (2e – для ТИ-биполярона). В действи-
тельности, если учесть экранировку, то Vk примет вид Vk = 4πe2/k2ϵB(k),
где ϵB(k) – диэлектрическая проницаемость заряженного бозе-газа, кото-
рая была вычислена в [22]-[23]. Полученное для ϵB(k) в [22]-[23] выраже-
ние слишком громоздко и здесь не приводится. В рассматриваемом нами
случае бозе-газа ТИ-биполяронов такая модификация Vk, однако, недо-
статочна. Как было показано в [12], биполяроны составляют лишь неболь-
шую часть заряженных частиц в системе. Их основная доля приходится на
электронный газ, в который погружены биполяроны. Именно электрон-
ный газ даёт основной вклад в экранировку взаимодействия между бипо-
ляронами. Для учёта такой экранировки для Vk нужно использовать выра-
жение Vk = 4πe2/k2ϵB(k)ϵe(k), где ϵe(k) – диэлектрическая проницаемость
электронного газа. Наконец, если учесть подвижность ионного остова, то
окончательно величина Vk примет вид: Vk = 4πe2/k2ϵB(k)ϵe(k)ϵ∞ϵ0, где ϵ∞,
ϵ0 – высокочастотная и статическая диэлектрические постоянные.

В результате для∆k получим:

∆k = ω0(k⃗) + k2/2Me
√

1 + χ(k), (11)

χ(k) = ω2
p/k

4ϵB(k)ϵe(k)ϵ∞ϵ0. (12)

Для оценки величины χ(k) в (11) рассмотрим длинноволновый предел. В
этом пределе ϵe(k) имеет томас-фермиевский вид: ϵe(k) = 1 + κ2/k2, где
κ = 0, 815kF (rs/aB)

1/2, aB = ~/Mee
2
B, rs = (3/4πn0)

1/3, соответственно, со-
гласно [22]-[23], величина ϵB(k) равна: ϵB(k) = 1 + q4s/k

4, qs =
√

2Meωp.
Учитывая, что при вычислении термодинамических функций основной



9

вклад дают значения k: k2/2Me ≈ T , где T – температура, для величины
χ(k) получим оценку χ v T/ϵF ϵ∞ϵ0, где ϵF – энергия Ферми. Таким обра-
зом, спектр экранированного ТИ-биполяронного газа мало отличается от
спектра идеального газа ТИ-биполяронов (2).

Заметим, что в силу экранировки величина корреляционной энергии
u0 в (10) оказывается много меньше, чем вычисленная без учёта экрани-
ровки в [21] и, для реальных значений параметров, много меньше, чем
энергия биполярона |Ebp|. Отметим также, что в силу экранировки газ из
ТИ-биполяронов не переходит в вигнеровский кристалл при сколь угодно
малой плотности биполяронов.

3. Статистическая термодинамика газа
ТИ-биполяронов низкой плотности

Согласно результатам §2, неидеальный бозе-газ ТИ-биполяронов по-
чти не отличается от идеального.

Рассмотрим идеальный бозе-газ ТИ-биполяронов, представляющий
собой систему из N-частиц, находящихся в объёме V . Обозначим через
N0 число частиц в нижнем одночастичном состоянии, а через N ′ – число
частиц в более высоких состояниях. Тогда:

N =
∑

n=0,1,2,...

m̄n =
∑
n

1

e(En−µ)/T − 1
, (13)

N = N0 +N ′, N0 =
1

e(Ebp−µ)/T − 1
, (14)

N ′ =
∑
ni ̸=0

1

e(En−µ)/T − 1
,

в этом разделе будем считать ω0 не зависящей от k.
Заменяя в выражении для N ′ (14) суммирование на интегрирование

по квазинепрерывному спектру и полагая в (14) µ = Ebp, получим из (13),
(14) уравнение для определения критической температуры бозе-конден-
сации Tc:

Cbp = fω̃

(
T̃c

)
, (15)

fω̃

(
T̃c

)
= T̃ 3/2

c F3/2

(
ω̃/T̃c

)
,

F3/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

x1/2dx

ex+α − 1
,
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Cbp =

(
n2/32π~2

Meω∗

)3/2

,

ω̃ =
ω0

ω∗ , T̃c =
Tc

ω∗ ,

где n = N/V . Связь обозначения F3/2 с другими обозначениями дана в
приложении. На рис. 1 приведено графическое решение уравнения (15)
для значений параметров Me = 2m∗ = 2m0, где m0 – масса свободного
электрона в вакууме,ω∗ = 5мэВ (≈58К), n = 1021 см−3 и значений: ω̃1 = 0, 2;
ω̃2 = 1; ω̃3 = 2; ω̃4 = 10, ω̃5 = 15, ω̃6 = 20.

Рис. 1. Решения уравнения (15) с Cbp = 331, 3 и ω̃i = {0, 2; 1; 2; 10; 15; 20},
которым соответствуют T̃ci: T̃c1 = 27, 3; T̃c2 = 30; T̃c3 = 32;

T̃c4 = 42; T̃c5 = 46, 2; T̃c6 = 50.

Из рис. 1 следует, что критическая температура растёт с ростом фонон-
ной частоты ω0. Соответствующие выбранным значениям параметров от-
ношения критических температур Tci/ω0i приведены в таблице I.
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Таблица I. Рассчитанные значения характеристик бозе-газа
ТИ-биполяронов с концентрацией n = 1021 см−3

i 0 1 2 3 4 5 6

ω̃i 0 0,2 1 2 10 15 20

Tci/ωoi ∞ 136,6 30 16 4,2 3 2,5

qi/Tci 1,3 1,44 1,64 1,8 2,5 2,8 3

−∆(∂Cv,i/∂T̃ ) 0,11 0,12 0,12 0,13 0,14 0,15 0,15

Cv,i(Tc − 0) 1,9 2,16 2,46 2,7 3,74 4,2 1,6

(Cs − Cn)/Cn 0 0,16 0,36 0,52 1,23 1,53 1,8

nbpi·cm3 16·1019 9,4·1018 4,2·1018 2,0·1018 1,2·1017 5,2·1014 2,3·1013

Из таблицы I следует вывод о том, что критическая температура ТИ-
биполяронного газа всегда выше, чем в случае идеального бозе-газа (ИБГ).
Из рис. 1 также следует, что увеличение концентрации ТИ-биполяронов n
будет приводить к увеличению критической температуры, а увеличение
массы электрона m∗ – к её снижению. При ω̃ = 0 результаты переходят в
известный предел ИБГ. В частности, из (15) при ω̃ = 0 следует выражение
для критической температуры ИБГ:

Tc = 3, 31~2n2/3/Me (16)

Подчеркнём, однако, что в (16) входитMe = 2m∗, а не масса биполярона.
Это снимает проблему низкой температуры конденсации, возникающей
как в теории ПМР, так и в теории ПБР, в которых в выражении (16) фи-
гурирует масса биполярона [24]-[27]. Другой важный результат состоит в
том, что критическая температура Tc для выбранных значений парамет-
ров значительно превосходит энергию щели ω0.

Из (13), (14) следует, что:

N ′(ω̃)

N
=

T̃ 3/2

Cbp
F3/2

(
ω̃

T̃

)
, (17)

N0(ω̃)

N
= 1− N ′(ω̃)

N
. (18)

На рис. 2 приведенытемпературные зависимостичисланадконденсатных
частицN ′ и числа частиц, находящихся в конденсатеN0, для вышеуказан-
ных значений параметров ω̃i.
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Рис. 2. Температурные зависимости относительного числа
надконденсатных частиц N ′/N и частиц, находящихся в конденсате

N0/N = 1−N ′/N , для значений параметров ω̃i, приведённых на рис. 1.

Из рис. 2 следует, что, как и следовало ожидать, число частиц в конденсате
растёт с увеличением щели ωi.

Энергия ТИ-биполяронного газа E определяется выражением:

E =
∑

n=0,1,2,...

m̄nEn = EbpN0 +
∑
n ̸=0

m̄nEn. (19)

С использованием (14), (15) для удельной энергии (т.е. энергии, приходя-
щейся на один ТИ-биполярон) Ẽ(T̃ ) = E/Nω∗, Ẽbp = Ebp/ω

∗ из (19) полу-
чим:

Ẽ(T̃ ) = Ẽbp + (20)

+
T̃ 5/2

Cbp
F3/2

(
ω̃ − µ̃

T̃

) ω̃

T̃
+

F5/2

(
ω̃−µ̃

T̃

)
F3/2

(
ω̃−µ̃

T̃

)
 ,
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F5/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

x3/2dx

ex+α − 1
,

где µ̃ определяется из уравнения:

T̃ 3/2F3/2

(
ω̃ − µ̃

T̃

)
= Cbp, (21)

µ̃ =

 0, T̃ ≤ T̃c;

µ̃(T̃ ), T̃ ≥ T̃c.

Связь µ̃ с химическим потенциалом системы µ даётся соотношением µ̃ =
(µ−Ebp)/ω

∗. Из (20)-(21) также следуют выражения для свободной энергии:
∆F = −2

3∆E,∆F = F − EbpN,∆E = E − EbpN и энтропии S = −∂F/∂T .
На рис. 3 приведены температурные зависимости ∆Ẽ = Ẽ − Ẽbp для

вышеуказанных значений параметров ωi. Точки излома на кривых∆Ẽi(T̃ )
соответствуют значениям критических температур Tci.

Рис. 3. Температурные зависимости∆Ẽ(T̃ ) = Ẽ(T̃ )− Ẽbp

для значений параметров ω̃i, приведённых на рис. 1, 2.

Полученные зависимости позволяют найти теплоёмкость ТИ-биполярон-
ного газа: Cv(T̃ ) = dẼ/dT̃ . Из (20) для Cv(T̃ ) при T̃ ≤ T̃c получим:
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Cv(T̃ ) =
T̃ 3/2

2Cbp

[
ω̃2

T̃ 2
F1/2

(
ω̃

T̃

)
+ (22)

+6

(
ω̃

T̃

)
F3/2

(
ω̃

T̃

)
+ 5F5/2

(
ω̃

T̃

)]
,

F1/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

1√
x

dx

ex+α − 1
.

Из (22) следует известная экспоненциальная зависимость теплоёмкости
принизких температурахCv v exp(−ω0/T ), обусловленнаяналичиемэнер-
гетической щели ω0.

На рис. 4 приведенытемпературные зависимости теплоёмкостиCv(T̃ )
для вышеуказанных значений параметров ω̃i. В таблице I для значений
параметров ω̃i приведены величины скачков теплоёмкости:

∆
∂Cv(T̃ )

∂T̃
=

∂Cv(T̃ )

∂T̃

∣∣∣∣∣
T̃=T̃c+0

− ∂Cv(T̃ )

∂T̃

∣∣∣∣∣
T̃=T̃c−0

(23)

в точках перехода.
Полученные зависимости позволяют найти скрытую теплоту перехо-

да q = TS, где S – энтропия надконденсатных частиц. В точке перехода
эта величина равна: q = 2TcCv(Tc − 0)/3, где Cv(T ) определяется формулой
(22), и для вышеуказанных значений параметров ωi приведена в Таблице
I.

Полученные результатымогут быть обобщенына случай неидеально-
го заряженного бозе-газа заменой в формулах этого раздела величиныEbp

на Ebp+u0 и величиныM наM
√
1 + χ. Результаты могут быть также обоб-

щены на случай, когда ω0(k) имеет дисперсию вида ω0(k) = ω0(0) + βk2. В
этом случае во всех выражениях этого раздела нужно заменить ω0 на ω0(0)
и 1/(2Me) на β + 1/(2Me).

4. Сравнение с экспериментом
Успех теории БКШсвязан с успешнымобъяснениемряда эксперимен-

тов в обычных металлических сверхпроводниках, в которых ЭФВ не явля-
ется сильным. Есть основание считать ЭФВ в высокотемпературных кера-
мических СП достаточно сильным [24]-[26], и для них теория БКШ плохо
применима. В этом случае может быть полезным использование описа-
ния свойствВТСПнаоснове теориибиполяронов. Какизвестно, специаль-
но построенная для описания СП с сильным ЭФВ теория Элиашберга [27]
неприменима к описанию биполяронных состояний [4]-[5]. Перечислим
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некоторые эксперименты по ВТСП, которые находятся в соответствии с
ТИ-биполяронной теорией.

Рис. 4. Температурные зависимости теплоёмкости для различных
значений параметров ωi: ω0 = 0; T̃C0

= 25, 2; Cv(T̃c1) = 2;
ω1 = 0, 2; T̃C1

= 27, 3; Cv(T̃c1 − 0) = 2, 16; Cv(T̃c1 + 0) = 1, 9;
ω2 = 1; T̃C2

= 30; Cv(T̃c2 − 0) = 2, 46; Cv(T̃c2 + 0) = 1, 8;
ω3 = 2; T̃C3

= 32, 1; Cv(T̃c3 − 0) = 2, 7; Cv(T̃c3 + 0) = 1, 78;
ω4 = 10; T̃C4

= 41, 9; Cv(T̃c4 − 0) = 3, 7; Cv(T̃c4 + 0) = 1, 7;
ω5 = 15; T̃C5

= 46, 2; Cv(T̃c5 − 0) = 4, 2; Cv(T̃c5 + 0) = 1, 65;
ω6 = 20; T̃C6

= 50; Cv(T̃c6 − 0) = 4, 6; Cv(T̃c6 + 0) = 1, 6.
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Согласно основным имеющимся на сегодняшний день теориям СП
(БКШ, RVB, t-J теориям [9], [13]), при низких температурах все носители
тока должны быть спарены (т.е. плотность сверхпроводящих электронов
совпадает со сверхтекучей плотностью). В недавних экспериментах по пе-
редопированным СП [28] было показано, что это не так – лишь небольшая
часть носителей тока оказалась в спаренном состоянии. Анализ этой си-
туации, проведённый в [29], показывает, что полученные в [28] результа-
ты не вписываются в существующие теоретические конструкции. Разра-
ботанная в данной статье ТИ-биполяронная теория СП даёт ответ на во-
прос работы [29] – куда исчезла бо́льшая часть электронов в исследован-
ных сверхпроводниках?Он состоит в том, что лишьнебольшая часть элек-
тронов nbp: nbp ≪ nEbp/ϵF ≪ n, находящихся вблизи поверхности Ферми,
оказываются спаренными и определяют сверхпроводящие свойства ВТСП
материалов.

В действительности, однако, развитая в данной работе теория ЭФВ
применима для недодопированных СП и плохо применима для описания
экспериментов спередопированнымиобразцами, использованнымив [28].
В частности, мы не можем ожидать в недодопированных образцах линей-
ной зависимости критической температуры от плотности СП электронов,
наблюдавшейся в [28]. Скорее эта зависимость будет нелинейной, как это
следует из уравнения (15).

Для описания передопированного режима недавно была построена
теория [30], основаннаянаидееФерми-конденсации, разработаннойв [31],
являющаяся обобщением теории БКШ, в которой было показано, что чис-
ло СП носителей тока составляет лишь малую часть их общего числа, что
находится в соответствии с результатами [28].

Таким образом, мы можем заключить, что результаты, полученные в
[28], являются весьма общими и имеют место как в передопированном,
так и в недодопированном случае (см. также [32]).

Мы также можем ожидать линейной зависимости сопротивления от
T при T > Tc как в передопированном, так и в недодопированном случае,
поскольку число биполяронов мало по сравнению с полным числом элек-
тронов, если ЭФВ является доминирующим, а кристалл – изотропным.

В противопожность работе [30] в недавней работе [33] было показано,
что линейная зависимость Tc от числа куперовских пар, наблюдавшаяся
в [28] по передопированным La2−xSrxCu2O кристаллам, может быть объ-
яснена с точки зрения БКШ, если основываться на плазмоном механизме
СП. Тем не менее, представляется, что специальный случай, рассмотрен-
ный в [33], не может объяснить общий характер результатов, полученный
в [28].

Вопрос о несоответствии БКШ результатам [28] также рассматривался
в недавней работе [34], в которой разработана простая модель биполярон-
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ной СП и было показано, что число биполяронных носителей тока должно
быть мало по сравнению с полным числом электронов. Результаты, полу-
ченные в [34], подтверждают наши результаты о малой доле спаренных
состояний в пределе низких температур.

На рис. 3 показаны типичные зависимости E(T̃ ). Из них следует, что
в точке перехода энергия является непрерывной функцией T̃ . Это означа-
ет, что на сам переход энергию затрачивать не надо и переход является
фазовым переходом 2-го рода в полном соответствии с экспериментом. В
то же время переход бозе-частиц из конденсатного состояния в надкон-
денсатное связан с энергозатратами, которые определяются величиной q
(§3, Таблица I), определяющей скрытую теплоту перехода бозе-газа, что
делает такой переход фазовым переходом 1-го рода.

Рассмотрим в качестве примера ВТСП Y Ba2Cu3O7 (YBCO) с темпера-
турой перехода 90÷93 К, объёмом элементарной ячейки 0, 1734 ·10−21см−3,
концентрацией дырок n ≈ 1021см−3. Согласно оценкам [35], энергия Фер-
ми равна ϵF = 0, 37 эВ. Концентрацию ТИ-биполяронов в Y Ba2Cu3O7 най-
дём из уравнения (15):

nbp

n
Cbp = fω̃

(
T̃c

)
(24)

с T̃c = 1, 6. В Таблице I приводятся значения nbp,i для значений параметров
ω̃i, приведённых в §2. Из Таблицы I следует, что nbp,i << n. Таким образом,
только малая часть носителей тока находится в биполяронном состоянии.
Отсюда следует, в полном соответствии с результатами предыдущего раз-
дела, что кулоновское взаимодействие биполяронов будет заэкранирова-
но неспаренными электронами, что оправдывает рассматриваемое нами
приближение невзаимодействующего газа ТИ-биполяронов.

Согласно излагаемому подходу, для возникновения СП необходимо
образование спаренных состояний. Условие образования таких состояний
вблизи поверхности Ферми, согласно [20], имеет вид: Ebp < 0. Соответ-
ственно, величина псевдощели, согласно результатам §2, будет равна:

∆1 = |Ebp + u0| . (25)

Естественно, эта величина не зависит от вектора k⃗, но зависит от концен-
трации носителей тока, т.е. от уровня допирования.

В изложенном простейшем варианте теории СПщель ω0 не изменяет-
ся при переходе из конденсированного в неконденсированное состояние,
т.е. при переходе из сверхпроводящего в несверхпроводящее состояние и,
стало быть, ω0 имеет смысл также и псевдощели:

∆2 = ω0(k⃗), (26)
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которая зависит от волнового вектора k⃗.
Многочисленные дискуссии о проблеме щели и псевдощели исходят

из утверждения, что энергетическая щель в ВТСП определяется энерги-
ей связи куперовских пар, что приводит к неразрешимымпротиворечиям
(см. обзоры [36]-[40], посвящённые этой проблеме).

В действительностивеличинаСПщели∆2 (26), вообще говоря, неиме-
ет никакого отношения к энергии спаренных состояний, которая опреде-
ляется Ebp. Так, согласно [12], как при малых значениях константы ЭФВ α,
так и при больших α |Ebp| v α2ω0, т.е. |Ebp| вообще не зависит от ω0.

Так, например, в рамкахизлагаемойнамиконцепции становится оче-
видным ответ на вопрос, почему псевдощель (∆2) имеет ту же анизотро-
пию, что и СПщель – это одна и та жещель. Очевидным становится также
ответ на вопрос, почему щель и псевдощель слабо зависят от температу-
ры. В частности, понятнымстановится, почемуприСПпереходещель воз-
никает сразу и не обращается в ноль при T = Tc (не БКШ поведение). Ча-
сто дискутируемый вопрос, какой параметр порядка следует сопоставить
псевдощелевой фазе (т.е. является ли псевдощелевая фаза отдельным со-
стоянием материи [37]), в рамках изложенной теории представляется ли-
шённым смысла.

В настоящее время существует много методов измерения щели: фо-
тоэмиссионная спектроскопия с угловымразрешением (ARPES), раманов-
ская (комбинационная) спектроскопия, туннельная сканирующая спектро-
скопия, магнитное нейтронное рассеяние и др. Согласно [40], для макси-
мальной величиныщели Y BCO (6.6) (в антинодальномнаправлении в ab-
плоскости) было получено∆1/Tc ≈ 16. Это даёт для |Ebp| ≈ 80 мэВ.

Определим теперь характерную энергию фононов, ответственных за
образование ТИ-биполяронов и сверхпроводящих свойств оксидных ке-
рамик, т.е. величину СП щели ∆2. С этой целью воспользуемся сравнени-
ем рассчитанных значений скачков теплоёмкостей с экспериментальны-
ми данными (рис. 5).

Рис. 5. Сравнение теоретической (сплошная линия) и
экспериментальной (прерывистая линия) зависимостей в области скачка

теплоёмкости.
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Как следует из рис. 5, скачок теплоёмкости, вычисленный теоретически
(§3), совпадает с экспериментальными значениями в Y Ba2Cu3O7 [41] при
ω̃ = 1, 5, т.е. при ω = 7, 5мэВ. Это соответствует концентрации ТИ-биполя-
ронов nbp = 2, 6 · 1018см−3. С учётом того, что |Ebp| ≈ 0.44α2ω [11], |Ebp| = 80
мэВ,ω = 7, 5мэВдля константыЭФВαполучим:α ≈ 5, что заведомо лежит
за пределами применимости БКШ.

Наличие щели ω0 в ВТСП керамиках доказывается многочисленными
спектроскопическими экспериментами (ARPES) по угловой зависимости
ω0 от k⃗ при малых |⃗k| [36]-[40]. Наличие d-симметрии в угловой зависимо-
сти ω0(k⃗), по-видимому, связано с появлением псевдощели и перестрой-
кой Ферми системы в систему Ферми-дуг, обладающую d-симметрией. В
экспериментах по туннельной спектроскопии величина ω0 может прояв-
лять себя как наличие субщелевой структуры на фоне измерения псевдо-
щели ∆1(∆1 >> ω0). Такая структура неоднократно наблюдалась в опти-
мальнодопированныхY Ba2Cu3O7 иBi2Sr2CaCu2O8 (ВССО) в области 5÷10
мэВ [42]-[44], что совпадает с вышеприведённой оценкой ω0.

Большую совокупность экспериментов составляет измерение зависи-
мости величиныщелиипсевдощелиот уровнядопирования x. Ужеранние
эксперименты по изучению магнитной восприимчивости и найтовского
сдвига выявили наличие псевдощели, появляющейся при T ∗ > Tc. После-
дующие многочисленные эксперименты выявили особенности T − x фа-
зовой диаграммы: T ∗ увеличивается, а Tc уменьшается при уменьшении
допирования [36]-[40]. Как показано в [20], такое поведение можно объяс-
нить особенностями существования биполяронов в поляроном газе [20].
В [20] также отмечается возможно общий характер 1/8 аномалии в ВТСП
системах.

В заключении этого раздела отметим, что многолетняя дискуссия о
природе щели и псевдощели в ВТСП материалах во многом связана с ме-
тодологической проблемой измерения, когда различные методы измере-
ния в действительности измеряют не одно и то же, а совершенно разные
величины. В рассматриваемом нами случае ARPES измеряет ω0(k⃗), в то
время как туннельная спектроскопия – величину |Ebp|. В этой области, к
сожалению, остаётся ещёоченьбольшоечислонерешенныхвопросов, пред-
ставляющих вызов как для теории, так и для эксперимента.

5. Обсуждение результатов
Рассмотренная выше теорияТИ-биполяроннойСП, как и теория БКШ,

основываетсяна гамильтонианеФрёлиха. Эти теории, однако, имеютпро-
тивоположные области применимости. В теории БКШ ЭФВ считается сла-
бым, соответственно корреляционная длина, т.е. характерный размер па-
ры lcorr ≫ n

−1/3
bp . Величина nbp, концентрация биполяронов (т.е. куперов-
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ских пар), в БКШ очень велика и при T = 0 совпадает с концентрацией
носителей в металле.

В рассматриваемой теории ЭФВ считается сильным, соответственно
корреляционная длина lcorr ≪ n

−1/3
bp . При этом концентрация биполяро-

нов, даже при T = 0, составляет лишь малую долю полного числа носи-
телей тока. Эта ситуация реализуется в оксидных керамиках. Понятие па-
ры в ТИ-биполяронной теории в этих условиях оказывается хорошо опре-
делённым. Так, согласно [2], величина корреляционной длины для ТИ-
биполярона равна lcorr = ~2ϵ̃x(η)/e2Me, где x(η), (η = ϵ∞/ϵ0) меняется в
области стабильности биполяронных состояний в пределах 6 ÷ 10 и для
значений параметров, соответствующих Y BCO, составляет lcorr ≈ 10−7см,
в то время как n

−1/3
bp ≈ 10−6 см. Таким образом: nbp l

3
corr ∼ 10−3 ≪ 1, т. е.

отдельные пары практически не перекрываются друг с другом.
Из полученных результатов следует, что для повышения критической

температуры Tc следует либо уменьшать эффективную массу носителей
тока, либо увеличивать фононную частоту ω0, либо увеличивать концен-
трацию биполяронов nbp. Таким образом, проблема повышения Tc связа-
на с поиском кристаллов, обладающих оптимальным значениемпарамет-
ров. Отметим, что повышение ω0 не непременно будет приводить к уве-
личению Tc, поскольку увеличение ω0 приводит к уменьшению константы
ЭФВ α. При малых α мы приходим к области применимости теории БКШ,
которая даёт низкие Tc. Такая ситуация, возможно, реализуется при на-
блюдении антикорреляционной зависимости Tc от ω0 [45].

Наиболее эффективным способом изменения концентрации nbp явля-
ется изменение уровня допирования. При этом изменяются как концен-
трация носителей тока n, так и концентрация nbp. Зависимость nbp(n) мо-
жет быть весьма сложной: в частности, увеличение n не обязательно при-
водит к увеличению nbp [20].

Для увеличения концентрации биполяроновможноприложить внеш-
нее давление. Увеличение давления приводит к уменьшению объёма кри-
сталла и, соответственно, к увеличению концентрации nbp, уменьшению
эффективной массы носителей тока и увеличению фононной частоты ω0.

Эффективнымметодом повышения Tc может быть использование не-
однородного допирования. Так, в проводе с цилиндрической симметри-
ей допирование с максимальной концентрацией акцепторов на оси ци-
линдра будетприводить кповышеннойконцентрациибиполяронов вдоль
оси цилиндра, поскольку бозе-газ будет концентрироваться в областях с
минимальной потенциальной энергией.

Сделанные выводы совершенно не учитывают многие важные фак-
торы. Рассмотрение только ЭФВ не соответствует реальной ситуации, по-
скольку в ВТСП материалах важную роль играет наличие магнитного по-
рядка. Так, например, во многих работах наличие псевдощели связывает-
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сяне сЭФВ, а с наличиеммагнитныхфлуктуаций [46]. Учёт других взаимо-
действий, например электрон-плазмонного взаимодействия, также мо-
жет конкурировать с ЭФВ.

Рассматриваемая теория, как и БКШ, основана на изотропной 3D мо-
дели. В действительности большинство купратов являются слоистыми
структурами, обладающими высокой степенью анизотропии. Обобщение
теориина этот случайпредставляется весьма актуальным.Ситуацияослож-
няется тем, что в реальных ВТСПматериалах огромнуюроль играют неод-
нородности, например страйпы и кластерные образования. В частности,
наличие страйпов приводит к выводу о возможно 1D механизме СП в ок-
сидныхкерамиках. ТИ-биполяронныймеханизмприводит в этомслучае к
возможности существования бозе-конденсата в одномерных системах и,
как следствие, к новым возможностям— получению ВТСП в материалах с
длинными страйпами [47].

Перечислим основные выводы, вытекающие из последовательного
трансляционно-инвариантного рассмотрения ЭФВ. Спаривание электро-
нов при любой константе связи, основанное на таком рассмотрении, при-
водит к представлению о ТИ-поляронах и ТИ биполяронах. Будучи бо-
зонами, ТИ-биполяроны могут испытывать бозе-конденсацию, приводя-
щую к сверхпроводимости. Перечислим основные результаты, к которым
приводит такой подход. Прежде всего, изложенная теория снимает про-
блемубольшойвеличиныэффективноймассыбиполяронов (§3). Как след-
ствие, снимаютсяформальныеограниченияна величинукритической тем-
пературы перехода. Теория количественно объясняет такие термодина-
мические свойства ВТСП, как наличие (§3) и величину (§4) скачка теп-
лоёмкости, отсутствующего в теории бозе-конденсации идеального газа.
Теория объясняет наличие большого отношенияширины псевдощели к Tc

(§4). Теория объясняет небольшую величину корреляционной длины [2].
Теория объясняет наличие в ВТСП материалах щели и псевдощели (§3, 4).
Естественное объяснение получает угловая зависимость щели и псевдо-
щели (§4).

Соответственно, изотопический эффект автоматически вытекает из
выражения (13), в котором в качестве щели фигурирует фононная часто-
та ω0. Применение теории к 1D и 2D системам приводит к качественно
новым результатам, поскольку наличие щели в спектре ТИ-биполярона
автоматически снимает расходимости при малых импульсах, присущих
теории идеального бозе-газа [47].
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6. Приложение. Замечание об обозначениях
Функция F3/2(α) называется полилогарифм= Li3/2(e

−α), в математике
это функция PolyLog, так что функция fω̃ в (15) будет:

fω̃ = T̃ 3/2PolyLog
[
3/2, e−ω̃/T̃

]
.

В общем случае функция PolyLog порядка s определяется как:

PolyLog
[
s, e−α

]
=

1

Γ(s)

∫ ∞

0

ts−1

et+α − 1
dt,

где Γ(s) – гамма-функция: Γ(1/2) =
√
π, Γ(3/2) =

√
π/2, Γ(5/2) = 3

√
π/4.

Соответственно, встречающиеся в тексте функции F1/2, F3/2, F5/2 бу-
дут:

F1/2 = 2PolyLog
[
1/2, e−ω̃/T̃

]
;

F3/2 = PolyLog
[
3/2, e−ω̃/T̃

]
;

F5/2 = 3/2PolyLog
[
5/2, e−ω̃/T̃

]
.
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