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Проведено теоретическое рассмотрение энергии нижайших синглетного и триплетного термов мелких
D−-центров (два электрона, связанных с однозарядным кулоновским центром) в полупроводниках с ионной
связью. Электрон-фононное взаимодействие описывается гамильтонианом Фрелиха. Энергия D−-центра
рассчитана с использованием метода канонических преобразований Буймистрова–Пекара для произвольной
силы связи с фононами. Показано, что для всей области параметров электрон-фононного взаимодействия
метод Буймистрова–Пекара дает наиболее низкие значения энергии основного состояния D−-центров и
свободного биполярона по сравнению с лучшими на сегодняшний день численными расчетами соответ-
ствующих величин, проводившихся в рамках прямых вариационных методов. Расчеты показали отсутствие
как связанных метастабильных триплетных состояний, соответствующих нижайшему трилетному терму
D−-центра, так и биполярона для всей области параметров электрон-фононного взаимодействия, в полной
аналогии с теоремой Хилла об отсутствии связанных возбужденных состояний иона H−.

1. Введение

Двухэлектронные D−-центры в полупроводниках (в Si
и Ge [1–3], в GaAs, InP, InSb [4]) наблюдаются по
изучению частотной зависимости фотопроводимости в
далекой инфракрасной области частот. Атомарным ана-
логом рассматриваемой системы является отрицатель-
ный ион водорода H− с энергией ионизации 0.0555Ry.
В пренебрежении химическим сдвигом и электрон-
фононным взаимодействием, D−-центры в кристалле об-
ладают той же энергией, но измеренной в эффективных
ридбергах Ry∗ = m∗e4/2ε20~

2 (где m∗ — эффективная
масса электрона, ε0 — статическая диэлектрическая
проницаемость кристалла). Учет взаимодействия с фо-
нонами может привести к значительному повышению
энергии связи двухэлектронной системы в кристалле по
сравнению с величиной 0.0555Ry∗ [5,6]. В щелочно-
галлоидных кристаллах аналогом D−-центра являются
F ′-центры [7].

В последнее время тематика, связанная с изучением
энергетической структуры двухэлектронных систем, ин-
тенсивно распространяется на низкоразмерные системы,
включая квантовые точки [8,9] и кластеры [10,11]. Ра-
боты ведутся как в экспериментальной области [12,13],
так и в области теоретического изучения энергетических
уровней квазидвумерных систем, аналогов D−-цент-
ров [14–17] и биполяронов [18] в изотропных кристал-
лах. Отчасти это связано с тем, что в последние годы
интерес к подобным системам значительно повысился
в связи с развитием нанотехнологий и принципиаль-
ной возможностью создания квантовых компьютеров на
электронном спиновом резонансе [19–21] и, в частности,
в структурах Ge–Si [21].
В первых работах [7,22], посвященных расчету энер-

гии подобных двухэлектронных образований, прене-
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брегали электронными корреляциями, что значительно
понижало величину энергии связи D−-центра. Тем не
менее метод Буймистрова–Пекара, предложенный в [22]
для расчета энергии одноэлектронных и двухэлектрон-
ных состояний в кристаллах с произвольной силой связи
электронной системы с фононами, является, как мы
полагаем, одним из наиболее простых и эффективных
методов расчета энергетического спектра электронных
систем в твердом теле.
Данный метод, в связи со своей простотой, достаточно

часто используется для расчета энергии конкретных
систем, как одноэлектронных, так и двухэлектронных
в кристаллах с произвольной силой связи электро-
нов с фононами [5,23–25]. Тем не менее общепринято
полагать, что метод Буймистрова–Пекара дает менее
точные значения энергии двухэлектронных систем по
сравнению с методом оптимизированного каноническо-
го преобразования, предложенного Адамовским [6] и
дающего на сегодняшних день наиболее низкие значе-
ния энергии двухэлектронных систем (биполяронов и
D−-центров, или связанных биполяронов). Мы пока-
жем, что при достаточно гибкой пробной электронной
волновой функции (ВФ), учитывающей межэлектронные
корреляции (прямая зависимость ВФ от расстояния меж-
ду электронами), метод Буймистрова–Пекара дает для
всей области параметров электрон-фононного взаимо-
действия более низкие значения, чем метод Адамовско-
го. Последнее наряду с опробованной нами простой для
аналитических выкладок системой функций делает воз-
можным надежные численные расчеты в рамках данного
метода энергии двухэлектронных систем (D−-центров,
биполяронов и обменно-связанных пар парамагнитных
центров) в анизотропных кристаллах, а также в низко-
размерных системах для произвольной величины связи
электронов с фононами. Ранее [26] данная система функ-
ций была опробована при расчете энергии биполярона
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в кристаллах с анизотропными эффективной массой и
диэлектрической проницаемостью в условиях сильного
электрон-фононного взаимодействия.

2. Основные соотношения

Далее будем использовать фейнмановскую систему
единиц, в которой ~ = 1, ω = 1 и 2m∗ = 1. Следо-
вательно, единицей энергии служит ~ω, а единицей
длины L0 =

√
~/2m∗ω0. Гамильтониан D−-центра (или

связанного биполярона в трактовке [6]) имеет вид

H =
∑
k

a+
k ak +

β

r 12

+
2∑

j=1

[
−∇2

j −
γ

r j
−

∑
k

√
4πα
V

1
k
(ak − a+

−k) exp(ikr j )
]
,

(1)

α =
e2

2~ω

(
1
ε∞

− 1
ε0

)
1
L0
, L0 =

√
~/2m∗ω0,

β =
e2

~ωε∞L0
=

2α
1− η

, γ =
e2

~ωε0L0
=

2αη
1− η

,

где r j — радиус-вектор j -го электрона с эффективной
массой m∗, r 12 — расстояние между электронами. Мы
предполагаем, что кулоновский заряд сосредоточен в
начале координат. Влияние поляризации кристалла на
кулоновское поле статического заряда учитывается вве-
дением статической диэлектрической проницаемости ε0.
В оператор электрон-электронного взаимодействия вхо-
дит высокочастотная диэлектрическая проницаемость
ε∞, a+

k (ak) — оператор рождения (уничтожения) про-
дольного оптического фонона с волновым вектором k.
Предполагаем, что частота фононов не зависит от k и
равна ω, α — безразмерная константа связи Фрелиха,
V — объем кристалла.

2.1. Метод Буймистрова–Пекара в применении
к двухэлектронным системам в полярных
кристаллах с промежуточной
электрон-фононной связью

В современном изложении метод Буймистрова–
Пекара сводится к применению к гамильтониану (1) ка-
нонического преобразования exp(αS)H exp(−αS) с уни-
тарным оператором

S =
∑
k

[
F∗

k (r1, r2)ak − Fk(r1, r2)a+
k

]
,

где Fk(r1, r2) — некоторая функция координат электрон-
ной системы. Тогда справедливы следующие выражения:

exp(S)ak exp(S) → ak + Fk, exp(S)a+
k exp(S) → a+

k + F∗
k .

После усреднения по фононным переменным получим
следующий функционал:

H =
β

r 12
+

2∑
j=1

∑
k

∇ j F
∗
k ∇ j Fk

+
2∑

j=1

∑
k

{
−∇2

j −
γ

r j
+ Vk

[
Fk exp(ikr j )

+ F∗
k exp(ikr j )

]}
+

∑
k

FkF∗
k . (2)

Выражение (2) — исходное выражение для дальней-
шей работы. Выберем функцию Fk в виде

Fk = Ck + γk f (r1, r2), (3)

где Ck, γk — вариационные параметры.
Подставив (3) в (2) и проварьировав по Ck и γk

(в отличие от метода Буймистрова–Пекара в [6] пара-
метры Ck и γk выбираются в заданном аналитическом
виде), получим следующее выражение для функционала
основного состояния двухэлектронной системы:

EB p = JS + Ji , (4)

Ji = −
∑
k

V2
k

Ũ2
k

2k2 + Ukωk
, (5)

Ũk = 〈912| f k(r1, r2)L∗
k (r1, r2)|912〉

− 〈912| f k(r1, r2)|912〉〈912|L∗
k (r1, r2)|912〉, (6)

L∗
k (r1, r2) = exp(−ikr1) + exp(−ikr2), (7)

Uk = 〈912| f k(r1, r2) f ∗k (r1, r2)|912〉
− 〈912| f k(r1, r2)|912〉〈912| f ∗k (r1, r2)|912〉, (8)

где Ji — добавка, появившаяся для промежуточной
связи, а JS соответствует функционалу D−-центра в
пределе сильного электрон-фононного взаимодействия

JS = T̄12+βV̄ee−γV̄e+
∑
k

V2
k |〈exp(−ikr1)+exp(−ikr2)〉|2,

(9)

T̄12 = −
∫
912(11 + 12)912dτ , (10)

V̄ee =
∫ |912|2

r 12
dτ , (11)

V̄e =
∫ |912|2

r 1
dτ +

∫ |912|2
r 2

dτ . (12)
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2.2. Функционал основного состояния
двухэлектронной системы

Выбирая f k(r1, r2) = L∗
k (r1, r2) и, следовательно,

Ũk = Uk, получим

Ji = −
∑
k

V2
k

U2
k

2k2 + Ukωk
. (13)

В частном случае отсутствия электронных кор-
реляций, когда ВФ электронной системы записы-
ваются в виде произведения одноэлектронных ВФ
9(r1, r2) = ψ(r1)ψ(r2), выражение (13) дает

Ji = −
2∑

j=1

∑
k

V2
k

[1− F2
k (r j )]2

k2 + [1− F2
k (r j )]ωk

, (14)

где

Fk(r j ) =
∫
ψ(r j ) exp(ikr j )ψ∗(r j )dτ j .

Подставив (14) в выражение (4), получим функционал,
совпадающий с формулой (18) работы Буймистрова и
Пекара [22].
При более общем выборе ВФ (немультипликативная

форма, соответствующая учету электронных корреля-
ций) следует пользоваться более общим функционалом,
в котором добавка, соответствующая промежуточной
связи Ji , определяется выражением (13).

В недавней работе [27], посвященной двухцентровому
биполярону промежуточной связи, электронная ВФ вы-
биралась в виде симметризованного произведения поля-
ронных функций, центрированных в различных точках,
т. е. в немультипликативной форме (метод Гайтлера–
Лондона в применении к биполярону). При этом для
варьирования использовался функционал с добавкой Ji ,
определявшейся (14), справедливый только для частного
случая, когда ВФ двухэлектронной системы выбраны
в виде произведения одноэлектронных ВФ. Последнее,
естественно, привело автора работы [27] к варьированию
неправильного функционала и ошибочным численным
расчетам. Правильные выражения для расчета энергии
биполярона методом Буймистрова–Пекара приведены
в [24], однако пробная функция, выбранная в [24] для
всей области параметров электрон-фононного взаимо-
действия, давала более высокие значения энергии бипо-
лярона по сравнению с результатами работы [28].

3. Численные расчеты

Выберем двухэлектронную ВФ в виде линейной ком-
бинации гауссовых орбиталей:

9(r1, r)2) =
1√
N12

N∑
i=1

Ci [1 + (−1)SP12]

× exp(−a1i r
2
1 − 2a2i r1r2 − a3i r

2
2), (15)

где P12 — оператор перестановки электронных коор-
динат, показатель S = 0 и S = 1 для синглетного и

триплетного состояний двухэлектронной системы соот-
ветственно. ВФ полярона и F -центра выбирается в виде

9p(r) =
1

N1

n∑
i=1

Ci exp(−ai r
2), (16)

где Ci , ai , a1i , a2i , a3i — вариационные параметры, r —
координаты электрона в поляроне, r1, r2 — координаты
первого и второго электрона в биполяроне соответ-
ственно, N12,N1 — нормировочные множители.

В пределе η → 0 (η = ε∞/ε0, где ε∞ и ε0 — вы-
сокочастотная и статическая диэлектрические проницае-
мости соответственно) связь электронов с кулоновским
ядром ослабевает и D−-центр становится эквивалентен
одноцентровому биполярону, или биполярону Пекара.
Одноцентровая конфигурация биполярона может рас-
сматриваться как простейшая двухэлектронная система
в кристалле. В то же время функционал данной системы
включает в себя наиболее сложную часть, описывающую
нелокальное взаимодействие двухэлектронной системы
с фононным полем. С этой точки зрения добавление вза-
имодействия с полем статического заряда лишь незначи-
тельно усложняет численные расчеты энергетического
спектра связанного биполярона или D−-центра.
В табл. 1 приведены значения энергии биполярона

EB p, рассчитанные с использованием системы гауссо-
вых функций (15) (S = 0). Для всей области суще-
ствования биполярона метод Буймистрова–Пекара дает
наиболее низкие значения энергии основного состояния
свободного биполярона и наиболее широкую область
существования связанного биполярона по сравнению с
наилучшими численными расчетами данных величин,
проведенными прямыми вариационными методами [28].
В табл. 1 для сравнения приведены также численные
расчеты данной величины EA

B p, выполненные в [28].
Количество слагаемых в ВФ (15) для расчета энергии
биполярона N = 5.
При рассмотрении связанного биполярона в систе-

ме появляется дополнительный параметр, описываю-
щий взаимодействие электронов с полем статическо-
го заряда. Выразим энергию D−-центра как функцию
двух безразмерных параметров — константы электрон-
фононного взаимодействия Фрелиха α = e2/(2r 0~ω)ε̃
(где 1/ε̃ = 1/ε∞ − 1/ε0, r 0 =

√
~/2m∗ω, ~ω — частота

длинноволновых продольных оптических фононов, m∗ —
эффективная масса электрона) и отношения эффектив-
ного ридберга к ~ω:

R = m∗e4/2ε20~
3ω = (e2/2r 0~ωε0)2.

В табл. 2 приведены в качестве примера рассчитанные
нами величины энергии основного состояния центров
D− (S = 0) и D0 — E− и E0 соответственно для ряда
кристаллов. Энергия связи обозначена как EB . Все энер-
гии выражены в единицах ~ω. Верхними индексами L
и A обозначены значения соответствующих величин,
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Таблица 1. Энергия основного состояния свободного биполярона для различных значений параметра α

α

η 6 7 9 20

EB p EA
B p EB p EA

B p EB p EA
B p EB p EA

B p

0 −12.703 −12.601 −16.234 −16.067 −24.927 −24.652 −111.928 −110.504
0.01 −12.595 −12.487 −16.053 −15.91 −24.650 −24.354 −110.497 −109.064
0.1 −14.598 −14.500 −22.068 −21.756 −96.878 −95.335

Примечание. Значения EA
B p из работы [28].

Таблица 2. Энергия основного состояния D−-центра (связанного биполярона) в единицах ~ω

Кристалл α R ~ω, мэВ E− E0 E−
B E0

B E−
B /E

0
B

CdTe 0.272 0.657 21.08 −1.266 −0.965 0.029 0.693 0.042
CdS 0.529 0.783 38.0 −1.931 −1.363 0.039 0.834 0.047
ZnSe 0.45 0.924 31.4 −1.926 −1.428 0.048 0.978 0.049

−5.656 −3.818 0.198 2.178 0.091
AgBr 1.64 1.68 15.4 −5.637L −3.817L 0.180L 2.177L 0.083L

0.132A 2.166A 0.061A

−6.668 −4.483 0.285 2.583 0.110
AgCl 1.9 1.90 24.4 −6.643L −4.482L 0.261L 2.582L 0.101L

−6.662A 0.202A 2.560A 0.078A

CdF2 2.53 1.274 50.0 −7.357 −4.510 0.317 1.98 0.016

Примечание. Верхними индексами L обозначены результаты расчета из работы [5], индексами A — из работы [6].

полученные в работах [5] и [6] соответственно. Коли-
чество слагаемых в ВФ (15) и (16), использовавшихся
для расчета энергии D−- и D0-центров, равно 12.
Для определения гибкости используемых нами функ-

ций при расчетах энергии двухэлектронных систем мы
вычисляли с их помощью значения энергии основного
состояния отрицательного иона водорода H− (данная
атомная система является наиболее близким аналогом
биполярона в атомной физике). Соответствующая энер-
гия составила −1.055470 [N = 28 в (15)] по сравнению
с точным значением −1.055502 [29].
Отдельного рассмотрения заслуживает вопрос о воз-

можности формирования метастабильных триплетных
состояний D−-центров. Особую важность данный во-
прос приобретает в связи с тем, что отсутствие свя-
занных триплетных состояний D−-центров (подобно
отсутствию связанных возбужденных состояний иона
H− [30]) является одним из принципиальных усло-
вий для реализации способа детектирования спиново-
го состояния двухэлектронной системы в квантовых
компьютерах, работающих на электронном спиновом
резонансе [21]. Приложенная в [21] схема кратко может
быть описана следующим образом: приложение элек-
трического поля вдоль линии, соединяющей обменно-
связанную пару мелких парамагнитных центров, которая
находится в синглетном состоянии, может привести
к контролируемому переносу заряда на один из ку-
лоновских центров и образованию D−-центра. В три-
плетном состоянии подобное объединение невозмож-

но. Доноры остаются нейтральными, и перенос заря-
да между центрами отсутствует. Последнее и дела-
ет наблюдаемым спиновое состояние двухэлектронной
системы.

Вариационные расчеты с использованием системы
функций (15) для S = 1 показали, что для всей области
параметров электрон-фононного взаимодействия, вклю-
чая область предельно сильной связи (α > 20), выпол-
няется соотношение Ep + ED 6 EDt , где Ep, ED, EDt —
энергия полярона, нейтрального донора и D−-центра в
триплетном состоянии соответственно. Таким образом,
в континуальном приближении электрон-фононное взаи-
модействие не приводит к образованию метастабильного
триплетного состояния D−-центра, в полной аналогии с
теоремой об отсутствии связанных возбужденных состо-
яний отрицательного иона водорода H− [30]. Связанное
состояние триплетного биполярона, образованного в
результате взаимодействия с оптическими фононами,
как показали наши расчеты, также энергетически невы-
годно. Проведенные нами контрольные расчеты энергии
ортогелия с использованием системы функций (15) для
S = 1 привели к полному воспроизведению эксперимен-
тального значения энергии ортогелия.

Обратим внимание на то, что включение в рассмот-
рение внешнего магнитного поля приводит к появлению
вышележащих возбужденных состояний D−-центра [31].
Расчеты триплетных состояний D−-центра в сфериче-
ских квантовых точках исследовались в [8].
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4. Заключение

Выбранная нами система гауссовых функций в со-
четании с методом расчета Буймистрова–Пекара дает
наиболее низкие значения энергии D−-центров и позво-
ляет выполнять расчеты энергетического спектра более
сложных двухэлектронных систем, таких как обменно-
связанные пары парамагнитных центров, а также полу-
чить надежные значения энергии основного состояния
парамагнитных центров и их комплексов в анизотроп-
ных кристаллах и системах с пониженной размерностью.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 01-
07-90317).
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